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Ecuaciones Diferenciales II. Examen 11

Ejercicio 1. Para cada n € N consideramos f,, : [0,1] — R dada por:

fu(t) = nsen (t_)

n
Jtiene limite? ;es uniforme?
Ejercicio 2. Sea x(t; ) solucién de:
T =senx, z(0)=¢

Demostrar que la aplicacién (t,&) € R? — z(t,¢) € R es de clase C! y calcular
Ox

t;m).
85( )

Ejercicio 3. Consideramos:
i+x+a°+cosz =0
Probar que todas las soluciones estédn definidas en |—o0, +o0o

Ejercicio 4. Consideramos para cada n € N:

t2 t
xa(t) =7+ - xn(s) ds, t €[0,1]
0

Siendo z,, : [0, 1] — R una funcién continua. Se pide calcular h’I}rl zn(1).
n—-+0oo

Ejercicio 5. Consideramos para cada ¢ € R:
i+ senx = ee

Para cada v € R, z(t; v,¢) denota la solucién de la ecuacion:

i) Probar que la funcién F(v,e) =z (Z;v,¢) es de clase C*(R?).

ii) Demuestra que si |¢| es pequeno entonces existe una solucién que cumple

z(0) =0, 2(7/4) = 0.
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Solucion.

Ejercicio 1. Para cada n € N consideramos f, : [0,1] — R dada por:

fult) = nsen (L)

n

Jtiene limite? ;es uniforme?

Podemos considerar la funciéon F': R — R dada por:

sen®) g £ £0
1 sié=0

que es continua. Vemos que:

fult) = %ﬁ =F (ﬁ) 2 vtelo,1]

t2/n n
Y para t = 0 se tiene que f,(0) = 0, por lo que {f.(t)} — f(t) =1t*> Vt€]0,1].

Para la convergencia uniforme:

[fult) = f(1)] =1

Usando ahora que F' es continua en £ = 0, tenemos que:
Ve>0 30>0 [{|<0 = |F(&)—-F0)<e

’ . 2
Asi, tomando N € N con % < 0 tenemos que si n > N entonces % < % < d, con lo
que:

tQ
’F(E)—F(O)‘<5 vVt e [0,1], Vn>=N
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Ejercicio 2. Sea x(t;¢) solucién de:
T =senuz, z(0) =¢

Demostrar que la aplicacién (t,e) € R?* — z(t,e) € R es de clase C' y calcular
ox

L (t; ).

85( )

Lo primero es ver que D = R x R con X(t,z) = senz, X € C'(D), por lo que
tenemos unicidad de soluciones y tiene sentido el problema planteado. Ademas,

vemos que:
X(t,z)| <1 V()€ R?

Por lo que tiene sentido definir la aplicacién en R?, ya que |a(e),w(e)[ = R. Una vez
sabemos que estd bien definida, hemos de ver que es de clase C!, que se sigue del
problema de derivacion respecto condiciones iniciales.

Tenemos que D = R3 y que la regla (¢;t9, z0) — z(t;t9, o) es de clase C! por el
Teorema de diferenciabilidad respecto a condiciones iniciales, y estamos consideran-
do una restriccion al plano tg = 0,29 = . Ast:

(t,e) — (t;to = 0,20 = ) —> x(t; Lo, 20)

Para el cdlcuo de la derivada, %%(t; ) = g—;}(t; 0,¢). Siy(t) = g—;}(t; to, To), entonces:
. 0X
y(t) = a_(t>$(t;to,33o))y> y(to) =1
x
Ast:
y = cosz(t; to, xo)y, y(to) =1
Pero sabemos que z(t;7) =7Vt € R, por lo que:

i=—u w0)=1 = Drm=y)=c" vieR
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Ejercicio 3. Consideramos:
i+x+a®+cosz =0

Probar que todas las soluciones estén definidas en |—oo, +o0

Pasamos en primer lugar a un sistema de primer orden:

y1==x N Y1 = Yo
Yo =1 Yo = —U1 — Yi — cosy

Tenemos el campo Y : R x R? — R? que es C!, por lo que tenemos unicidad y
existencia de soluciones maximales.

Como tenemos un cubo no podemos usar el Teorema de crecimiento lineal, por lo
que tenemos que usar un argumento de energia. Definimos (donde lo hemos obtenido
con la energia cifietica y energia potencial el opuesto de la primitiva de Z.):

B(t) = (1) + 5u(0) + qu(t)} +senya(r), € Jo ]

Resulta que E(t) = E(tg) Vi, ty € Jo,w[. Esto se debe a que:

dE

E(t) = yol2 + Y101 + YY1 + cos Y1

= t1d + Y1 + Y + cosyiin
= 01(2+ 1 +yl +cosy) =0Vt e]a,w]

Supuesto ahora que w < oo, el Teorema de Prolongacion nos dice que bien la solucién
se acerca a la frontera, pero D = () o bien explota, por lo que:

tl_l/gi 1(1(2), 12 ()| = o0

| (y1, y2)|| = \/ v+ 3

Counsideramos la norma:

Tenemos que:

B(to) = | (t), (DI + 7o (1) + senya(t) > 2 wa(e), wo(t)) | ~ 1
——
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Ejercicio 4. Consideramos para cada n € N:
t2 t
ro(t) =T+ — [ x,(s) ds, t €[0,1]
n Jo

Siendo z,, : [0, 1] — R una funcién continua. Se pide calcular h’rf xn(t).
n—-+00
Opcion 1. En primer lugar:

1 t
|z, ()] <7+ 5/ |za(s)| ds  Vte0,1], VneN
0

Por el Lema de Gronwall, |2,(t)] < 7ew < Te. Tenemos asi que {z,(t)} es
uniformemente acotada.

Vemos finalmente que:

1 t
2a(t) — 7] < - / 2a(s)] ds <
n Jo n

De donde {z,(t)} — 7 uniformemente.

Opcidén 2. Si consideramos y,(t) = f(f x,(8) ds, tenemos entonces que:

i =7+ Cym, ) =0

El campo tiene crecimiento lineal, por lo que las soluciones estan definidas en
todo R. Aplicando el Teorema de dependencia continua llegamos al problema
limite:

y=17 y(0)=0
Por lo que y,(t) — 7t uniformemente en t € [0, 1]. No podemos decir que por
tanto la derivada converge uniformemente a la derivada. Lo que si podemos

hacer es decir que:
2

t
n(t) =7+ —yn(t)
n
Como y,(t) estd uniformemente acotado y % — 0, tenemos entonces que

{z, ()} = 7.

Opcidén 3. Otra opcion es aplicar el Teorema Fundamental del calculo, derivar:

jﬂﬂ:%Ax%ﬂ@+%%@

Derivando dos veces mas llegamos a una ecuacién diferencial en la que podemos

aplicar el Teorema de dependencia continua:

m@:zéxagw+%%@+%%@

n

Y tenemos que derivar otra vez mas.
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Ejercicio 5. Consideramos para cada € € R:

¥+ senx = eet

Para cada v € R, z(t;v,¢) denota la solucién de la ecuacién:

i)

ii)

Probar que la funcién F(v,e) = z (%;v,¢) es de clase C'(R?).

Tenemos que convertir el pardmetro en incégnita y pasar a primer orden:

hy = U1 = Y2, 3/1(0):0
Yo = & — Uo = yze' —senyp, 42(0) =wv
Yz =€ yz =0, y3(0) = ¢

Vemos que el campo tiene crecimiento lineal, por lo que las soluciones estan
definidas en todo R. Obtenemos un campo de clase C*, por lo que aplicamos
el Teorema de diferenciabilidad. Finalmente tenemos que:

(t:t0, %0) € R x R x R — y(t; 10, 30)
es de clase C! y al componerla al inicio con la aplicacién:
(t7 v, 5) € Rg — (t7t0 = 07 Yo = (O7U7€)t)

Y usando la regla de la cadena vemos que la composicién es de clase C!, y la
funcién que nos piden es la primera componente de dicha funcion, evaluada en

/4.

Demuestra que si |e| es pequeno entonces existe una solucién que cumple

z(0) = 0,2(7/4) = 0.
Encontrar eso equivale a encontrar un 0 de la funcién:

Fv,e) =x (%;v,s)

Sabemos que para ¢ = 0 = v obtenemos F'(0,0) = 0, por lo que tenemos que
aplicar el Teorema de la Funcién Implicita a la ecuacién F'(v,e) = 0, obtenien-
do que v = v(e). Para aplicar el Teoremoa tenemos que ver que %—Z(O, 0) # 0.
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